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Tema 1. Mecdnica de Newton

1.1. a) Unha corda conecta dias masas m, e m, penduradas dunha polea
co soporte fixo (Fig. 1). Atopar as aceleraciéns de cada unha das masas.

YRS

b) Considérese agora a polea dobre da Fig. 2 da que penduran ny, 2 e ms.

Atopar as aceleraciéns neste caso. Desprezar as masas das cordas e poleas
nos dous apartados

1.2. Duas bolas de ignal masa m; e my (m; = gy = m) conectadas entre si

por unha corda inextensible de lonxitude L e masa desprezable mévense nun
plano vertical de tal xeito que 7, esvara sen rozamento ensartada nun arame
horizontal mentras que m; faino nun arame vertical. Obter as ecuaciéns do
movemento das masas, a tensién da corda e as forzas de reaccién dos arames
en funcién do dngulo @ que forma a corda coa horizontal, considerando que
inicialmente mg estd no punto (x=0,y=0) do plano XY e m; en (L,0) con
velocidades nulas.

R i
11.3. Un bloque de masa m esvara sen rozamento sobre un plano inclinado

de dngulo 0. O plano inclinado atépase sobre unha mesa horizontal lisa.
Calcular a aceleracién do plano inclinado,

1.4. Unha copa de cristal moi fino ten forma semiesférica de radio r = 5
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Ita
cm. O cristal pode resistir unha forza perpendicular de ata 2 N. Se se s0

! i sC
unha bola de chumbo de 100 g dentro da copa dende o borde superior zr‘a
permite que esvare por riba da superficie da copa, /en que punto se romp
o cristal? (Desprezar o radio da bola e a forza de rozamento).

J 1.5. Unha partfcula de masa m mévese polo plano XY con vector de posicién
#=a cos(wt) i | b sen(wt) j onde a ¢ b son constantes positivas sendo a > b.
Demostrar a) que a traxectoria da partfcula ¢é unha elipse, b) que a forza
vai dirixida 4 orixe de coordenadas, c) que o traballo realizado pola forza
nunha volta completa é nulo, d) que a forza é conservativa.

1.6. En coordenadas cartesianas é trivial ver que unha partfcula libre no
, plano se move en lina recta. Demostrer este mesmo resultado utilizando
coordenadas polares.

J1.7. Un cable flexible de lonxitude tct«f | ;- rdura unha porcién lo do
extremo dunha mesa. Desprezando o rozeeie Lo, nelcalar a porcién de cable
que pendura da mesa pasado un tere) < .

1.8. Unha gota de auga cae nunha atindsera susurada de vapor de auga.
Durante a cafda o vapor vaise condensando na gota polo que aumenta o
seu tamafio e masa. Calcular a masa, velocidade e posicién da particula en
funcién do tempo. Supofier que o aumento de masa por unidade de tempo é
proporcional & superficie da gota. Considerar que a gota ten forma esférica,
densidade uniforme e que inicialmente se atopa en repouso. Desprezar o
rozamento.

\f 1.9. Diias esferas de ferro de densidade p = 7500 kg/m?® e radios r = 1 e 5 cm
déixanse caer dende unha altura de 15 m. Durante a caida estdn sometidas
a unha forza de rozamento Fr,; = —C(rv)?, con C = 1 kg/m?®. a) Calcular
a velocidade terminal v, de cada bola. b) Determinar a velocidade de caida
das bolas en funcién do tempo. ¢) Atopar unha expresion aproximada para
o tempo que require a bola de radio 7 en acadar a velocidade v = 0.99y; d)
Que bola chega primeiro ao chan. Xustificalo.

\/ 1.10. Unha pelota l&nzase verticalmente cara arriba con velocidade ini-
cial vg. A resistencia do aire é proporcional so cadrado da velocidade.
Demostrar que a velocidade da pelota cando volve ao punto de partida é

v =vour/yJvd | V&
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'Jl.ll. Un centro de forzas atrae a unha partfcula de acordo coa lei F' =
—mk?2/2%, onde m é a masa e k unha constante. Demostrar que o tempo

necesario para que a partfcula chegue oo centro de forzas dende unha dis-
tancia d é d*/k.

|

%1.12. a) Unha colisién eldstica entre diias partfculas é aquela na que a
enerxfa cinética total se conserva. Considérese o caso en que unha das
partfculas estd inicialmente en repouso. Utilizando a conservacién de mo-
mento, probar que as velocidades finais das partfculas son perpendiculares.
b) Unha colisién totalmente ineldstica é aquela na que as partfculas quedan

pegadas despdis do choque. Atopar a velocidade final para un choque de
dias masas m; e mo.

1.13. Un coche de masa m; = 2000 kg viaxa cara ao sur e choca no centro

dun cruce cun camién de masa my = 6000 kg que viaxaba cara o oeste. Os

restos dos dous vehiculos mévense xuntos despois do choque exactamente

na direccién suroeste. E razoable pensar que o camién circulaba a unha

velocidade v2 = 100 km/h? Qué fraccién da enerxfa cinética transformouse , ., .
noutro tipo de enerxfa durante o choque se v; = 180 km/h? — _.5( ( L ';j""“{"“"m)

|1.14. Un proxectil de 10 g incriistrase nun blogue de 990 g que esté suxeito

a unha parede por un resorte de masa desprezable de constante k = 10°
dinas/em. Sabendo que o resorte se comprime ata un méximo de 10 cm,
calcular: a) Enerxfa potencial méxima do sistema. b) Velocidade do conx-
unto proxectil-bloque xusto despois do choque. ¢) Velocidade do proxectil
xusto antes da colisidn.

\_\‘1.15. Discutir, usando a conservacion de momento, o movemento dun

foguete cuia masa vai diminufndo segundo os motores van expulsando os
productos da combustién do fuel.

\\ 1.16. Unba particula de masa m estd sometida a unha forza dada por
F(z) = —Fy sinh(az) onde a > 0. E a forza conservativa?. Representar a
enerxfa potencial. Calcular a frecuencia das oscilaciéns pequenss se existe
un punto de equilibrio estable. Estimar a distancia na que o movemento
harmoénico deixa de ser unha aproximacién adecuada.

i

3

\] 1.17. Unha partfcula de masa m posee unha enerxfa potencial V(z) = C (C
constante) se [z| < L ¢ V(z) = 0 no resto do espazo. A partfcula, que inicial-
mente estd na esquerda (x < — L) con velocidade vy, mdvese cara & dereita
(z > L) “atravesando” a zona do potencial. a) Representar gréficamente a
enerxfa potencial e determinar o rango de enerxfas que permita este move-

|
-
-y
-
-
~ 7]
a
"
"
=
7-i

' g
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mento. b) Determinar a velocidade no extremo da dereita. ¢) Comparar o
tempo que tarda a partfcula en facer o percorrido de esyuerda a dereita co
caso en que V(x) = 0 en todo o espazo (partfeula libre). Discutir o retraso
acadado para C>0 e para C<0.

1.18. Escribir a enerxfa total das masas da mdquina de Atwood. Amosar
que a ecuacion do movemento obtense derivando a condicién E= constante
(isto é certo para calquera sistema conservativo unidimensional).

1.19. No sistema da figura, o cosle t2 Twritude [ e a polea ten masa
desprezable. Todo 0 movemento 4 oo 7l ui -~ tieai baixo a accién da gravi-
dade.

a) Escribir a enerxfa potenia’ =a (- .o« das constantes b, [,

b) Atopar as posiciéns de equiihrie o, 0ot [ara qué valores das masas

existen e a sta estabilidade.
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2. Mecdnica Analitica

2.1. Utilizando o principio de D’Alembert, atopar as condiciéns de equilibrio

para o sistema da figura.

my

my

\/2.2. Unha particula esvara sen rozamento por un aramec con forma de
cicloide de ecuaciéns x = a( — sinf), y = a(1 + cosfl). Atopar a funcién de

Lagrange e as ecuaciéns do movemento.

%.3.\\1) Un péndulo oscilante consiste nunha masa m pendurada dun resorte
e constante k e lonxitude en repouso ly que pode moverse no plano verti-
cal. Obter as ecnaciéns diferenciais do movemento.\p) Atopar as ecuaciéns

iferenciais do movemento dun péndulo doble,

2.4. Unbha particula de masa m estd limitada a moverse sobre unha cir-
cunferencia horizontal de radio a. Inicialmente, a particula ten velocidade
vgp. O movemento estd sometido a unha resistencia do aire proporcional ao
cadrado da velocidade. Usando o método de Lagrange, obter a posicién da

particula en funcién do tempo.

\L.5. Estudar o movemento dun péndulo de masa m e lonxitude ! pendurado
dunha masa M que se move sen rozamento sobre unha recta horizontal.

J2.6. Dous puntos materiais de masa m; e my estdn unidos por un fio que
pasa por un burato practicado nunha mesa lisa, de xeito que m; descansa
sobre a superficie da mesa e m pendura do fio. Asumindo que ms s6 se
move ao longo dunha recta vertical, escribir as ecuaciéns diferenciais do
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educir o problema a unha

movemento e estudar o seu significado fisico. R
ha integral primeira da

soa ecuacién diferencial de segunda orde, obter un
ecuacion e discutir o seu significado fisico.

\/2.7. Estudar o movemento dunha particula que se move sobre a superficie
dun cilindro vertical de radio R sometida a unha forza ¥ = k7.

2.8. Estudar o movemento dunha particula de masa m limitada a moverse

sobre a superficie dun cono vertical invertido de semidngulo a e sometida a

forza gravidade.

\{2.9. Supénase un péndulo simple plano composto dunha masa m suxeita a
unha corda de lonxitude I. Unha vez que o péndulo comenzou a moverse, a
lonxitude da corda vaise acurtando a velocidade constante:

dl
dt

dando fixo o punto de suspensién. Determinar a funcion de Lagrange e
a e a enerxia.

= —a = cle.

que
a funcién de Hamilton e discutir a conservacion desta ultim

.10. Un corpo puntual de masa m esvara sen rozamento por unha recta AB
partindo da orixe O. A recta mévese no plano XY con velocidade angular
uniforme w ao redor da orixe e en t = 0 coincide co eixo X. Integrar a
ecuacién do movemento se a particula estd sometida & accién da gravidade

que actiia na direccion negativa do eixo Y.

Alll. Unha esfera pequena de masa m esvara sen rozamento sobre un aro
circular de radio e. O aro atopase nun plano vertical e xira ao redor dun
didmetro vertical con velocidade angular constante w. Estudar a natureza

do movemento.
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3. Oscilaciéns lineais

J3.1. Probar que as seguintes expresiéns para a solucion dun oscilador
harménico nunha dimensién son equivalentes. Expresar as constantes de
cada unha delas en funcién das da anterior.

z(t) = Ciﬁw! + C-’ze_""‘“‘ = Bicosw! + Basenwl =

— Acos(wt — 6) = Re [Ce™"]

J3.2. A cnerxia potencial dunha masa mm nunha dimensién, a distancia r da
orixe, é:

R
U(r) = Ug(% +X2=)

con Uy, R , A\ constantes positivas. Atopar a posicién de equilibrio 7q.
Amosar que, para pequenas desviaciéns do equilibrio, o potencial é harménico
e calcular a frecuencia das pequenas oscilacions.

‘-‘ 3.3. Un arco exerce unha forza de 134 N sobre unha frecha que ten a base
situada a 0.72 m da posicién de equilibrio do arco. Tendo en conta que a
masa da frecha é de 23 g, a) calcular a velocidade da frecha cando sae do
arco; b) calcular o tempo no que a frecha é propulsada.

{ 3.4. Escribir as ecuaciéns do movemento para os sistemas da figura:

‘4‘ 3.5. Un resorte ideal de masa despreciable, constante k e lonxitude natural
lp, unido nos scus cxtremos a dias masas m ¢ A, atépase suspendido do
teito polo extremo da masa m. En t = 0 séltase o resorte. Analisar o
movemento resultante.

3.6. Calcular a densidade de probabilidade de que un oscilador harmonico
se alope na posicion x.
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3.7. O peche automitico dunha porta pode ser considerado como un os-
cilador amortecido (un resorte cun émbolo que proporciona un rozamento
proporcional & velocidade). Supoiiendo que o sistema da porla co peche ¢
equivalente o unha masa de 10 kg en contacto cun resorte de constante
k= 10 N em~!, a) calcular o cocliciente de rozamento b (definido por
F, = —=bv) necesario para obtener amortecemento critico.

Con este resorte ¢ un émbolo de b = 2000 kg s~! diséhase un sisterna
de xeito que coa porta pechada o resorte estd sufrindo unha elongacion de
0.5 cm. ¢ coa porta aberta de 10 ¢m. \h:) Calcular a vclocidnde\jna] do
sistema equivalente ao pechar a porta. ;Canto tarda en pechar?. ¥) ;Qué
cocficiente de rozamento é necesario para que tarde o dobre?. . Qué tipo
de oscilador serfa?. d) Se cambiamos a porta por unha que pese a metade,
;eomo varian a velocidade ¢ o tempo de peche?.

\13-8. Unha masa de 1000 kg cae dende unha altura de 10 m sobre unha
plataforma de masa desprezable montada sobre un resorte de constante
elistica k cun sistema de amortecemento de constante b. O sistema desénase
de tal xeito que a plataforma alcance a nova posiciéon de equilibrio 0.2 m por
debaixo da sia posicién orixinal, o mdis rdpidamente posible despéis do im-
pactlo e sen oscilar.

a) Obter a constante do resorte & ¢ a constante de amortecemento b.

b) Escribir a solucion x(t) a partires do momento do impacto, ase-
gurdndose de calcular as constantes para que se satisfagan as condiciéns
iniciais correctas.

\!3.9. Un oscilador libre ten periodo 79 = 1.000s. Engddese un pequeno
amortecemento ¢ o seu periodo cambia a 7p = 1.001 s Obter o factor de
amortecemento. ;En qué factor mingua a amplitude despéis de 10 ciclos?

J3.10. Un oscilador harimdnico con amortecemento sométese a unha forza
externa F(t) = f e~I't, Analisar o seu movemento supoiiendo que +* > wg.

*. 8.11. Sabemos que para un oscilador forzado, a mdxima resposta (A42)
ocorre a w ~ wy para 4 < wo. Probar que A? é igual & metade do seu valor
méaximo cando w ~ wy £ v, de xcito que a anchura é 2%y

3.12. a) Atopar as condiciéns inciais dun oscilador harménico infraamorte-

cido de tal xeito que alcance inmediatamente a situacién estacionaria cando
é perturbado (forzado) cunha forza F(t) = Fpcoswt.
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b) Calcular o transitorio se en t = 0 estaba en repouso.
¢) Calcular a potencia media transferida ao oscilador por esta forza.
d) ;Cando se [ai mdxima a polencia?

e) Demostrar que a potencia media disipada polo rozamento ¢ a mesma
que a producida pola forza F.

3.13. Calcular os coeficientes de Fourier das seguintes funciéns periodicas:
a) f(t) =sin?(t); h) f(t) =sind(t); c) f(t)=¢t, —-1<t<1:
d)
I+t, se—-1<t<0;
f(t) = {l-t.. sed <t <1,

sen mt, se(0<t< 1,
f(t)*{o, sel<t<2.

\|3.14. Unha variia homoxénea de masa A e lonxitude L est suspendida
dun dos seus extremos dun arame parabélico de ecuacién y = aa? con a > 0.
O extremo da varifia pode esvarar sen rozamento polo arame. Caleiilense as
frecuencias propias das oscilaciéns pequenas ao redor da posicién de equi-
librio. O momento de inercia dunha vara homoxénea respecto o seu centro
de masas é I = 1/12M L2,

\I 3.15. Unha barra homoxénea de masa m, pendirase do teito mediante
dous fios unidos 6s seus extremos. Os fios tefien lonxitude a e peso desprez-
able. Outra barra homoxénea da mesma lonxitude e masa my suspéndese
da primeira tamén mediante fios de lonxitude a e peso desprezable. O sis-
tema oscila no plano vertical coas barras sempre horizontais. Obtéiianse as
frecuencias das pequenas oscilaciéns do sistema.

s

\\3.16. Estidiense as vibraciéns lonxitudinais dunha moléenla triatémica
considerada como un dtomo central de masa A ligado mediante resortes de
constante k a dous atomos laterais de masa m.

10
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\5.17. Tres masas iguais estdn conectadas mediante resortes e movense nun
circulo, como se amosa na figura. O punto A estd fixo. Alépense as posicions
de equilibrio estable, as coordenadas normais e as [recuencias propias do

sistema.

J3.1E'I. Considérese unha corda discreta composta de tres particulas. No
instante inicial, a particula central sofre un desprazamento a e déixase libre
dende o repouso. Calcilese 0 movemento posterior do sistema.

\/3.19 Un aro delgado de radio R e masa M pode oscilar no seu propio plano,
estando fixo un dos seus puntos. Suxeita ao aro estd unha masa M limitada
a moverse (sen rozamento) sobre o mesmo. Supofiendo que sé6 pode haber
oscilacions de pequena amplitude, obter as pulsacidns propias do sistema
e determinar os conxuntos de condicions iniciais que permiten ao sistemna
oscilar cos seus modos normais. O momento de inercia do aro con respecto

a un punto do propio aro é I = 20/ R?

3.20. Sexa ¢(z,t) a variable dindmica dun sistema continuo con densidade

_1[9¢\? 1 [0¢\?
£=3(%) ‘a(a) .

Obténanse as ecuacions de Lagrange do sistema.

lagrangiana

3.21. Demostrar que se se toman 1, ¥* como dias variables de campo
independientes, a densidade lagrangiana

n? : i W e ue

conduce 4 ecuacién de Schrodinger,

11
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4. Ondas

j 4.1. Por un medio unidimensionnl propagase unha onda sonora de 440 Hz
no sentido negativo do eixo r cunha velocidade de 330 ms™! e amplitude A.
Eseribir a solucion harménica correspondente. (Queda totalmente definida
a onda cos datos aportados™Se ademais se propaga no mesmo sentido outra
onda andloga de igual amplitude ¢ frecuencia 441 Hz, calcular a onda resul-
tante ¢ representar esquemdticamente as oscilacions sonoras nun punto fixo
en funcién do tempo. jQué frecuencia ten o smvp:lo escoitado por un obser-
vador nese ]mnlu'?\r :E a intensidade uniforme? YComentar cualitativamente
como se modifica o resultado cando a Mﬂwldaﬂ"dﬂ se acerca
ou aparta do valor 440 H :,‘fe cando as,amplitudes sgxan ﬂ?ferent_c_s/.;Buscar
a relacién coa afinacion de instrumentos musicais. Y 7

'~/ 4.2. Comprobar se as seguintes funciéns representan unha onda viaxeira con
pefil constante: ¥ = Aexp[—(z - 41)%), ¥ = Aexp[-z]exp[-(z - 4t)?,
V= Aexp[-(e? - 4t?), ¥ = Acos (22 - t2).

\[4.3. Unha corda vibrante de lonxitude ! remata nun dos extremos (z =0)
nun anel de masa desprezable que esvara sen rozamento por unha varina
vertical. Coa ecuacién do movemento do anel xustificar que a condicién de
contorno da corda no extremo ven dada por:

du |
[EE:I =0 =0 - !

Se o extremo z = | esté fixo, atopar os modos normais de vibracién.

\AA. "L) Establecer a condicién de contorno para a corda do problema an-
terior supoiiendo que o anel ten masa m. ) Estudiar a reflexién dunha
onda que incida en z = 0. Calcular o coeficiente de reflexién e a proporcion
de enerxia reflectida. «¢) Repetir o apartado b) para un anel de masa de-
sprezable pero sometido a unha forza de rozamento dada por Fy = —7v,
sendo v ¢ a velocidade do anel. ;Pddese conseguir un extremo " perfecto” da
corda na que non haxa onda reflectida? d) Considerar oscilacidns excitadas
dende o outro extremo. jFormarianse ondas estacionarias? ;Necesitariamos
aportar enerxia? Comprobar que o fluxo neto no extremo da corda coincide

coa enerxia disipada no anel.

\L.5. Bétese unha corda de piano de lonxitude I, tensién 7 e densidade p,

12
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mazo de piano de 1
elisticamente cun
0 movemento da ¢

desexa que non esl,
ien

istancia a de up deles, cun
upoiier que o mazo colisiona
da centrada en z = ¢, Obter
de separacién variables. Se se

nico da frecuencia fundamental,
orda?

asa m e velocidade 9. S
Pedazo pequeno A de cor
orda utilizando ¢ método
¢ presente o 8¢timo harmg
que punto & = q debe o mazo bater a ¢

4.6. Un pulso cadrado

de amplitude y
N0 instante ¢ =

0 pola funcign:

v=[l selz/<g
0, se§<|z|<L.

nidade e anchura o estd representado

que Se repite por todo o espacio con periodicidade 27 (a) Calcular as
compofientes de Fourier do pulso. (b) Representar gréficamente o pulso en
funcién de x en ¢ = 0 e as amplitudes das componentes de Fourier en funcién
de k. (c) Se mantemos 0 mesmo pulso pero facemos que sexa periédico

$Como se modifica o resultado? {Que acontece cos valores de das
componientes de Fourier? (d) Se polo contrario facemos o pulso mais estreito

ic6mo se modifica agora o resultado?
‘/4.7. Calcular os modos normais d

sometida a tensién uniforme por u

e b. Debuxar as lifias nodais par

e oscilacién dunha membrana eldstica
0 marco rixido rectangular de lados g

b? Representar as lifias nodais e a oscilacién para a combinacién de dias

oscilaciéns de igual amplitude correspondentes 6s modos normais 2 e 3 cando
se ordean de frecuencia menor a maior,

4.8. As ondas do mar sofren dispersién cando a profundidade é grande en
comparacion coa lonxitude de onda, polo que a sia forma se altera durante a
propagacion. A correspondente relacién de dispersién ven dada por w? = gk.
Un barco a motor avanza cara a praia. Se o grupo de ondas orixinado xunto
a proa do barco se Propaga ata a praia cunha velocidade de 10 m/s, jcal é
a velocidade dunha onda nese 8rupo que tefia exactamente \ = ] m?.

4.9. Cando ademais da gravidade se considera a tension su
(r = 0.074 N/m), a relacién de dispersién das ondas en augas profundas
convértese en w? = gk+7k%/p (p =1 g/cm?). (a) Representar graficamente
w frente a k. (b) ;Para que lonxitudes de onda a tensién suplerﬁcia] é
importante? (c) ;E un medio dispersivo? (d) Calcular RS lonxitudes de
onda para as que as velocidades de fase e de grupo son minimas.

perficial da auga

13
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